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UNE -GENERALISATION DU THEOREME D' EULER 


D°ns les paragraphes qui suivent nous alions démontrer 
un résultat qui remplace le théorème d'Euler : 


"si (2,m) = 1, alors Pm 1 (mod m) " 


dans le cas où a et m ne sont pas premiers entre eux, 


A - Notions introductives., 
On suppose m} O, Cette supposition ne nuit pas à 12 BURÉT = 
lité, parce que l'indicetrice d'Euler satisfait l'égrlité : 
olm) = q (-a) (cf {1]), et que les congruences vérifient la 
propricté suivante : 
23 b (mod m)é—> a = b (mod -n) (cf [1] pp 12-13). 
á 


Quant 12 relation de congruence modulo O, c'est l2 relation d'£- 
galité. On note (a,b) le plus grand commun diviseur de deux nombres 
entiers 2 et b, et on choisit (2,b)> 0. 


B - Lemmes, théorème. 
Lemme 1 + Soit a un nombre cntier et m un naturel 0. Il existe 


= = 


d ym de /V tels que a=2d ,m=md et (a m)-=1, 
o o o o o o O; O 
Preuve s il suffit de choisir a, = (24m). En conformitó 
avec la définition du PGCD, les quotients e, e 
m par leur PGCD sont premiers entre eux (of {3 


Lemme 2 : Âvec lcs notations du lemme 1, si d5 £ictsis 


à E I P a 4 o 
a = a dy m = md , (a 5m) = 1 ct 4 F l, =ors 
da > á, et m> M > et si a = d, > alors après un nombre limité 
e i Y a N = gl Y. 
de pas i on a > 4,1 (a; >» d 
Preuve 2 
\ m = [6 d 1 
Ea Fo o Oo À 
f 1 . (al a 
(1) | gy = dd 3 (a am) 1 
jm, = ma, a, #1 
De (0) et de (1) il résulte que a= 2 4 = ata, done 
1 7 o o o o 1 
lo = 4 r i iodo i 
a e donc d > fs osig £1 
à = à gaui E do 
De m md, on déduit que mn > a A 
Sid, = 4d, alors m, =m06 =xd (ze in) et a, f x). 
Done m = kdl p d (a. m) = (à ka Y Après i=z 
1 o ? 2 L o a A 


as il vient d. = (d sk)]XZd. 
al E i+l ( o? K “o 


1O 


lemme 3 : Pour chaque nombre entier aet chaque nombre naturel 


m > O on peut construire la séquence suivante des relations : 
fa = . a = 

CE ad 5 (a on) 1 
t 


Mm=mC è a, 41 
i =al : (al x 
(1) E =p à (dm) re 
= p a 2 
lr, md, 3 4 £1 


— 1 e 1 — 
s-1 ap g foia Aus 3 (dm) de 
(s-1) 


(Fs-2 j moe ade er £l 


rn 1 1 
(s) DE i ts ? (a jm.) +A 


= a e = E 
Vu Mo s 7 ay 


Preuve : On peut construire cette séquence en appliquant 
le lemme 1. La séquence est limitée, d'après le lemme 2, 

è an ra a a è 
car après r, pas on a da > r et mo» Fr, y et après 
r, pas on a: à, > d = emn Nx om 9CEC...s 
2 +r 7 +r ; 

FE de URSS | 

et les mn, sont des naturels. On arrive à a. = l parce que 


si A, £ 1 on va construire de nouveau un nombre limité de 


relations (s+1), ... , (s+r), avec dr < de 


S 
Théorème_: Soient a, me Æ et m £0. Alors etm) ts n° (mod n) 


où s et mn sont les mêmes que dans les lemmes ci-dessus. 


Preuve : Comme dans ce qui précède on peut supposer m > 0 
sans nuire à la ginéralits. De la sécuence de relations du 
lemme 3 il résulte que : 


(o) (1) (2) _ G) (s) 
a = 2 a = 00 ala = € alala Zo... 2 atada 1 a 
oO O ool ,9,0 2 y 90 1 s-1 s 
(0 0G) (2) (3) ts) 
E d =: =m d d ==... mdd .. 4.4 
PE To o eS Bra oo sS s s-l lo 
sito ed O O 
ES a A Es o 1 s-1 s s ? 
De (0) il découle que 4d = (a,m) , et de (i) que d, =(d, sm, .), 
: O i 1-1 i-l 
ce pour tout i de {1,2,....8 |. 
$ Tokel i 1 a 
À = [es 
d doc oreseessosed a à 
1,1 1, 
dy = o O 
E 1 
d pl ? a 
s=] y s 
d. = G 


> O 1 ¿133 r- À Sy, 38S+1 
aE we y COX ST, té) Ea 
( a») 1 . 1418 
= (43) Ela à ss cer d 
Donc m = (a ) e ON (at 2) O E s donc m im; 
(an OR = 1 cé (das en 
(sql tp PEES N a 4 E B 
I (a eo ss 1) F Cr Rene A És 
(era 1 7 Led a 
Fog (439.9) a E (sn 21) 7 
L 
donc (4 39) =1 
O e A ose > E 
P € (ER RE (don 3% 43% 40) ne: 
2 á 1 
= SO apong (4; ,m,) = 1, et ce 
pour tout i c {0,1,...,5=—2 E . 


(a 


o? 


Du théorème 


1 Pp 0m) E 
(a;) z 1 (mom) pour tout i de É0,1,...,8 À ; 
e(n) i 
a, S = 1 (mod m F) 
M a a 
mals a = de ... s-] 
a eim) 
B LE dissssel (mod m ) 
S+1 fois 
e 4 (od Ml 
8 lys=1,.1, 6-2, E 1,1 FU) 
ge e(a) (a7) NA DES SD ee = 
s 3) s-1 pare SLA 
Z 2e (a (a ...( a) .1 (moë m ) 
On ere ca a 
La 1) 2, 2 53 y 1 y5=1(, 138 Te 
(a) (a 15): e- (å Lo) (a Se p et on obtient : 
Basé x Ds ae Pie e Mure ed 
O) (a) eee (4. 0) (a e = a (& ) (87) ee (a L 


” 


gt = : A 
n ) (a 1.» 


À d m E jé = 
d 5) donc (a om.) 


s-1 


d'Euler il résulte que e 


mais = (Ge) at 
1,8 s s 
aa ) “a d'est d) =a" donc à za (mod m), 


ee ous. a, m de Z (m #0). 


-æ m ==, me, a 


Observations : 


1 alors à =l . Donc s = 0 t d'après le théorème 


ona a z a (modm) cè a des = 1 (mod m), 
= Ml = me. Donc + 


= 1 (mod m) , ct on obtient le théorème ¿'Euler. 


(2) Soient a ct m deux nombres enticrs, m £ 0 ot (apn) = a Él; 
+ 


pla )+1 
et m =m ĝt Si (a, 12 Y) =1, alors a Y za (mod m)e 
En SEÑOR; eo théorème avec s = 1 et Mm, = Me 
Cette relation à une forme semblable nu théorème de Fermat e 
æ(n)+#1 
3 \ 
a Z a (mod PD je 


C — UN ALGORITHME POUR RESOUDRE LES CONGRUENCES . 


On va construire un algorithme et montrer le schîma logique per- 
mettant de calculer s et ma du théorème. 


Données à entrer : deux nombres entiers a et m, m £ O. 
fm )+s 


Ed La . . S 
Résultats en sortie : s et ma ninsi que a 


a (mod m). 


mi 


Méthode : (1) A :=82 
K =s m 
1 := 0 
(2) Calculer d = (A,M) et 1! = M/d. 
(3) Si d = 1 prendre $ =i etm, = M! 3 stop. 
Si d { 1 prendre A :=d, © M:=M', 
i s= i+1, et aller en (2. 


Rem : la correction d'algorithme résulte du lemme 3 et du théoréne, 
Voir organigremme page suivante. 
Dans cet organigramme, SUBROUTINE CMiDC calcule D = (Ay) 
et choisit D> 0. 


Application : Dans la résolution des exercices on utilise le théo- 
rème et l'algorithme pour colouler s et me 
Exemple : ¿20% 2 (mod 105765) 
L'on ne peut pa 
nppliquer Fermat ou Euler car (6,105765) = 3 £ l. 
On applique donc l'algorithme pour calculer s et m_ et puis 
le théorème antérieur s 5 


de (6,105765) = 3 mn > 105765/3 = 35255 


+03 £ 1 donc i=0+1=1,) e, x (3,352557 os 
35255/1 = 35255. 


Donc 6: 


q(35255)+1 _ 1 


15 


Z 6 (mod 105765) dono 


25604 4 
6 Z 6 (mod 105765). 
. XX 
£ 


BIBLIOGRAPHIE 


111 Popovici, 
(2) Popovici, 


13) Creengë I 


[9 Rusu E, - 


Orgonigremme : 








Y SUBRCUTINE CE DC 
SN (A, M,D) 
A A 
Len 


A ne = 


[Es Tail 





MS 





o 
o 


Constentin P..- "Teoria nunerclor",Curs,Bucorest, 
Editura didectic£ si nedagogicà, 1973. 

Constantin P, =- "Logica si teoris numcrelor'" Edi- 
tura dideuticá si pedagogicá, Bucrrest, 1970. ` 

y Cazacu Cy Mikut Py Onait Ch, Reischer Corina — 
"Introcucere în teorise. numerelor" Editura didac- 
ticà si pečagogică, Bucarest, 1965, 

"Arithmetica si teoria numerelor" ,Pditurz diáncti- 
cà si nedagosic®, Editin a 2-a, Bucarest, 1963. 


